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a la me moire du professeur paul erdo s
Denote, for r # N* and *0, by E(r, *) the statement that, for almost all r-tuples
(n1 , n2 , ..., nr) # Nr, there exist divisors d j | n j (1 jr) such that
0<log(dj d1)(log n1)&* (2 jr).
In the case r=2, the first author proved that, if *2*=log 4&1, E(2, *) holds when
*<*2*, but fails when *>*2*. In this paper, we study the case when r3. We show
that there exists a critical point *3*=&1+(32) log 2 such that E(3, *) holds when
*<*3*, but fails when *>*3*. We also show that for r4, E(r, *) never holds.
 1999 Academic Press
1.
On rappelle que l’ensemble des multiples M(A) d’une suite A/N est
de fini par la contrainte multiplicative suivante: M(A) :=A } N=
[an: a # A, n # N]. On de finit sous re serve d’existence la densite naturelle





|S & [0, x]|.
Nous convenons de de signer par pp (presque partout) une relation valable
sur une partie de densite unite . Notre motivation s’inse re dans l’e valuation
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de la densite de certains ensembles de multiples. Commenc ons par remar-
quer que l’ensemble des multiples d’une suite finie A/N peut s’e crire
comme une re union finie de certaines classes de congruence modulo un
entier s, ce qui entra@^ne en particulier l’existence de sa densite naturelle. Le
principe d’inclusion-exclusion permet de donner une expression de la den-
site e voque e, mais en pratique une telle expression est difficile a e valuer.
Lorsque A est infini, l’existence de la densite de M(A) n’est pas en ge ne ral
assure e. Dans ce contexte, l’e tude de l’ensemble des multiples de la suite





ce qui lui a permis de construire une suite A dont l’ensemble de multiples
n’admet pas de densite naturelle, re futant ainsi une conjecture de l’e poque.
Pour des renseignements comple mentaires, nous invitons le lecteur a con-
sulter les livres [HR66], [HT88], et [H96].
Dans le me^me cadre, Raouj s’est inte resse dans [R95a] et [R95b] a
l’e tude de l’ensemble des multiples B(n) de la suite D(n) :=d | n Ad . Le
point de de part de sa motivation e tait la conjecture d’Erdo s selon laquelle
dB(n)=1+o(1) pp (1.1)
et que Raouj a e tablie et pre cise e en prouvant un re sultat ge ne ral, pre sente
ci-dessous, relatif a l’ensemble des multiples B*(n) de la suite
D*(n) := .
d | n
]d, (1+(log n)&*) d] & N,
ou n est un entier strictement supe rieur a 1 et * un nombre re el positif ou
nul. Nous notons Q(:) :=: log :&:+1 (:>0).
The ore me A (Raouj [R95a]). On a pour 0*<** :=log 4&1,
1&e&c* - log 2 ndB(n)1&(log n)&Q(;)+o(1) pp,
ou ; :=[(1+*)log 2]&1 et c* est une constante positive, de pendant au plus
de *.
La minoration pre ce dente de dB*(n) est une conse quence de l’estimation
suivante pour le nombre des entiers exceptionnels.
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The ore me B (Raouj [R95a]). Pour tout 0*<log 4&1, il existe
c*>0 et x0(*)>1 tel que, pour x2x1x0(*), on ait
_d1 | n1 , _d2 | n2 0<log(d2 d1)(log n1)&*
pour tous les couples (n1 , n2) # [1, x1]_[1, x2] sauf au plus
x1 x2 e&c* - log log x1.
Dans le cas *>**, Raouj obtient le re sultat suivant.
The ore me C (Raouj [R95b]). On a, pour tout *>** :=log 4&1,
dB*(n)=(log n)&F(*)+o(1) pp,
ou l ’on a pose
F(*) :={Q(;)*&log 2
si **** :=log 8&1, ou ; :=[(1+*)log 2]&1,
si *>***.
On en de duit imme diatement le re sultat suivant.
Corollaire D. On a pour *>log 4&1, x23, x13,
min
d1 | n1 , d2 | n2 ,
d1<d2
log(d2 d1)>(log n1)&*, (1.2)
pour tous les couples (n1 , n2) # [1, x1]_[1, x2] sauf au plus o*(x1 x2).
De finissons maintenant, sous re serve d’existence, la densite naturelle






[0, xi] }< ‘
1ir
xi .
Comme dans N, nous convenons de de signer, dans Nr, par pp (presque
partout) une relation valable sur une partie de densite unite .
Le but du pre sent travail est d’e tudier dans Nr, r3, une ge ne ralisation
du The ore me B. Il s’agit donc de savoir si l’ensemble des r-uplets
(n1 , n2 , ..., nr) ve rifiant
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est de densite 1 pour chaque =>0. Nous allons voir que cela n’est vrai que
pour r=3. Commenc ons par donner un argument heuristique analogue a
celui qui a constitue la motivation initiale d’Erdo s concernant (1.1). On
pose |(n) :=p | n 1. De signons par |(nj , n1) le nombre des facteurs
premiers de nj ne de passant pas n1 . Pour m, n entiers on pose
m(n) := ‘
p | m, p |% n
p.
Conside rons un r-uplet d’entiers (n1 , n2 , ..., nr). Le nombre des (r&1)-
uplets de la forme (d2 d1 , ..., dr d1) avec dj | n j , 0dj2n1 (1 jr), est





En utilisant, par exemple, le Lemme 4.6 infra, on peut montrer que la
dernie re quantite est minore e pp par
(log n1)r log 2+o(1).
En supposant une re partition uniforme des quantite s |log(dj d1)| on s’at-
tend donc a ce qu’un pave de la forme >rj=2 [0, (log n1)
&*j]/[0, 1]r&1
contienne une quote-part de
(log n1)r log 2+o(1) (log n1)&j=1
r&1 *j (log n)&r+1





cette quote-part est >1.
Dans le cas ou tous les *j sont tous e gaux, avec * pour valeur commune,





Cela permet d’expliquer que (1.3) est ve rifie presque partout uniquement
dans le cas ou r # [2, 3], puisque *2*=log 4&1>*3*=(32) log 2&1>0,
alors que **r<0 pour r4.
Plus pre cise ment, de signons, pour r # N* et *0, par E(r, *) l’assertion
selon laquelle la relation
_d1 | n1 , _dj | nj , 2 jr: 0<log(dj d1)(log n1)&*
est satisfaite pp dans Nr. Le raisonnement heuristique de crit plus haut nous
conduit a l’hypothe se que E(r, *) a lieu si, et seulement si, r=2 ou r=3 et
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*<**r . Le The ore me B confirme l’hypothe se dans le cas r=2, 0*<*2* et
le Corollaire C dans le cas r=2, *>*2*. Nous comple tons cette confirma-
tion aux The ore mes 1, 2, 3 ci-dessous qui correspondent respectivement
aux cas (r=3, 0*<*3*), (r=3, *>*3*) et (r4, *0).
Posons maintenant, pour n1 , n2 , ..., nr # N,  # ]0, [, ‘2 , ..., ‘r # R,
E(n1 , n2 , ..., nr ; ‘2 , ..., ‘r : )
:= min
j=1, ..., r
+(d1 } } } dr)
2=1
dj | nj , dj>
max
2 jr } log \
d j
d1+&‘}. (1.4)
The ore me 1. Soit *>0. Il existe c>0 tel que, pour 3x1x2x3 ,
! # [1, - log2 x1 ], max[ |‘2 |, |‘3 | , log ](log x1) exp(&*! - log2 x1 ),
on a
E(n1 , n2 , n3 ; ‘2 , ‘3 ; )(log x1)1&(32) log 2 e! - log2 x1, (1.5)






Nous appliquons ce re sultat pour
‘2=(log x)1&(32) log 2 e! - log2 x1, ‘3=3‘2 .
Corollaire 1. Soit *>0. Il existe c>0 tel que pour 3x1x2x3 ,
! # [1, - log2 x1 ], >0, log (log x1) exp(&*! - log2 x1 ), il existe un
triplet (d1 , d2 , d3), d1 | n1 , d2 | n2 , d3 | n3 ve rifiant +(d1 d2d3)2=1 et
<d1<d2<d3<d1(1+(log x1)1&(32) log 2 e! - log2 x1),







The ore me 2. On a pour 3x1x2x3 , ! # [1, - log2 x1 ],
E(n1 , n2 , n3 ; 0, 0; 0)(log x1)1&(32) log 2 e&! - log2 x1, (1.6)
pour tous les triplets d ’entiers (n1 , n2 , n3), n1x1 , n2x2 , n3x3 , sauf au
plus O(x1x2x3(log2 x1) e&!
2109).
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Le The ore me 2 est encore valable si on supprime la condition
+(d1d2 } } } dr)2=1 dans la de finition (1.4) de E. C’est ce que nous
e tablissons d’ailleurs dans la de monstration du The ore me 2.
Le re sultat suivant est une conse quence des The ore mes 1 et 2. Il est
analogue, par son expression, au Theorem 54 de [HT88], concernant la
proximite des diviseurs d’un entier.
Corollaire 2. Soit !(n) n  +. On a, posant n=min(n1 , n2 , n3),
E(n1 , n2 , n3 ; 0, 0; 0)=(log n)1&(32) log 2 eO(!(n) - (log2 n) log3 n) pp.
On remarque que, par des me thodes analogues a celles employe es pour
les de monstrations des The ore mes 1 et 2, on peut pre ciser le cas r=2,
*=**2+o(1), obtenant ainsi, pour !(n) n  +, n=min(n1 , n2),
E(n1 , n2 ; 0, 0; 0)=(log n)1&log 4 eO(!(n) - (log2 n) log3 n) pp.
Le re sultat suivant montre que le Corollaire 1 ne peut e^tre e tendu en
dimension 4.
Soit r4, nous notons yr , l’unique racine dans ]12 , 1[ de l’e quation
Q( yr)(r&1)= yr log 2.
The ore me 3. Il existe C>0 tel que, pour r4, 3x1 , x1
x2 } } } xr , on ait
E(n1 , n2 , ..., nr ; 0, 0, ..., 0; )>1 (1.7)
pour tous les r-uplets d ’entiers (n1 , ..., nr), njx j , 1 jr, sauf au plus
O(C rx1x2 } } } xr(log )&Q(2yr)).
Dans le cas ou =(x1), il est ne cessaire que (x1)  +, lorsque
x1  , pour que le nombre des r-uplets (n1 , ..., nr) # >rj=1 [1, xj] ne
ve rifiant pas (1.7) soit o(x1 x2 } } } xr). En effet, par le the ore me des nombres
premiers, pour tout >0(r), 0(r), assez grand, il existe un r-uplet
( p1 , p2 , ..., pr) de nombres premiers ve rifiant <p1<p2< } } } <pr<2.
De s lors, l’ensemble M( p1 , p2 , ..., pr) :=Np1_ } } } _Npr est constitue de
r-uplets (n1 , n2 , ..., nr) ve rifiant tous E(n1 , n2 , ..., nr ; 0, ..., 0; )log 21.
Et l’on constate aise ment que drM( p1 , p2 , ..., pr)=1( p1 , p2 , ..., pr)>(2)&r.
Cependant, on remarque que par une me thode analogue a celle utilise e
pour la de monstration du The ore me 2, on peut montrer que l’on a pour
=>0 et tout r-uplet (n1 , n2 , ..., nr),
E(n1 , n2 , ..., nr ; 0, 0, ..., 0; 0)=,
sauf pour un ensemble de densite supe rieure f (=) avec f (=)  =  0 0.
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2. NOTATIONS ET CONVENTIONS POUR LA DE MONSTRATION
DU THE ORE ME 1
Les lettres n, m, j, k, r, s, u, &, avec ou sans indice, de signent des entiers
positifs alors que les lettres x, y, z, w, T, #, , ’ de signent des nombres re els.
Les lettres p, q, avec ou sans indice, de signent exclusivement des nombres
premiers. Les lettres n, u de signent des triplets d’entiers et nous noterons
(n1 , n2 , n3) :=n, (u1 , u2 , u3) :=u.
La fonction d’Euler est note e .(n), celle de Mo bius +(n). Nous
de signons, pour chaque entier n>1, par P+(n) (resp. P&(n)) le plus grand
(resp. le plus petit) facteur premier de n, et nous convenons que P+(1)=1,
P&(1)=. La partie entie re d’un nombre re el x est de signe e par [x].
Nous notons logk la k-ie me ite re e de la fonction logarithme.
La lettre c, avec ou sans indice, de signe une constante strictement
positive de pendant au plus de *. Les constantes implique es dans les
majorations << et O de pendront au plus de *.
Par convention tout produit portant sur l’ensemble vide vaut 1.





Pour n=(n1 , n2 , n3), on pose n*k =(n1, k , n2, k , n3, k) ou
nj, k := ‘
p |% n1 } } } nj&1
p | nj , log pe
k
p (1 j3).
Ainsi n*k est un triplet de nombres entiers sans facteur carre , premiers entre
eux deux a deux, sans facteur premier supe rieur a exp ek. Nous de finissons,
pour k0, y>0,
pk(n, y) :=min[ p: p | n, p>exp( y ek)],
avec la convention min <=+.
Nous pouvons supposer, sans perte de ge ne ralite , que *<10&3 et l’on
pose
: :=1&*>0, ; :=: log 2. (2.1)
On remarque que 2;&1>3;&2>1>;. Nous introduisons de plus les
nombres entiers
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} :=[log2 x1&*! - log2 x1 ], }* :=L+hl, (2.2)
et l’ensemble
K=K(x1) :=[}+ jh : j=1, ..., l]. (2.3)
On ve rifie imme diatement que
max[ |‘2 |, |‘3 |, log ]e}. (2.4)
On pose
’=’(x1 , !) :=(log x1)1&(32) log 2 e! - log2 x1.
3. SCHE MA DE LA DE MONSTRATION DU THE ORE ME 1
L’argumentation, analogue a celle de [R95a], s’inspire de la technique
de Maier et Tenenbaum [MT84], que nous avons cherche a affiner. Le
principe de base consiste a mettre en place un proce de ite ratif pour majorer
la probabilite conditionnelle que E(n1, k+h , n2, k+h , n3, k+h ; ‘2 , ‘3 ; )>’
sachant que E(n1, k , n2, k , n3, k ; ‘2 , ‘3 ; )>’, lorsque, d’une part, l’indice k
est astreint a parcourir une suite convenable K*=K*(n)/[ 12 log2 n1 ,
log2 n1] ve rifiant min K*>log2 , contenant autant d’e le ments que
possible, et, d’autre part, le parame tre entier h est convenablement choisi
tel que k+h # K*(n).
Une e tape cruciale dans la re alisation de ce programme consiste a
estimer la mesure de Lebesgue *(u; ’) de l’ensemble d’accroissement
L(n; ’) := .
+(d1 d2d3)
2=1
d1 | u1, d2 | u2 , d3 | u3
(log(d1 d2)+[&’, ’])_(log(d1d3)+[&’, ’]),
pour u1=n1, k , u2=n2, k , u3=n3, k . En effet, une minoration ade quate,
pour presque tous les triplets d’entiers n, de la mesure *(n*k ; ’) lorsque
k # K*(n), permet d’exhiber, avec une probabilite assez grande, un triplet
de nombres premiers (q1 , q2 , q3) tel que q1 | (n1, k+h n1, k), q2 | (n2, k+h n2, k),
q3 | (n2, k+h n3, k) et
(log q2&log q1&‘2 , log q3&log q1&‘3) # L(n*k , ’),
ce qui implique E(n1, kq1 , n2, kq2 , n3, k q3 ; ‘2 , ‘3 ; )’.
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4. LEMMES GE NE RAUX CONCERNANT LA RE PARTITION
DES FONCTIONS ARITHME TIQUES, DES FACTEURS
PREMIERS ET DES DIVISEURS
Nous commenc ons par e noncer un lemme, version affaiblie d’un re sultat
de Halberstam et Richert [HRi79], relatif aux moyennes de fonctions
multiplicatives.
Lemme 4.1 ([T95])1 . Soient *1>0, *2 # [0, 2[, et f une fonction multi-
plicative positive ou nulle telle que, pour tout nombre premier p et tout entier
j>0, on ait f ( p j)*1* j&12 . Alors, pour tout re el x2, on a
:
nx
f (n)4 \1+9*+ *1*2(2&*2)2+ x ‘px \1&
1
p+ :j0
f ( p j)
p j
.
Nous de signons par 8(x, z) le nombre des entiers nx ve rifiant
P&(n)>z.





Lemme 4.3 ([T95])3 . On a pour n3,
n.(n)<<log2 n.
Les deux e nonce s qui suivent concernent la re partition des facteurs
premiers et des diviseurs. Nous omettons les de monstrations, que le lecteur
pourra trouver dans [R95a].4
Lemme 4.4. Soient k et x tels que 1klog2 x. On a
|(mk)<2k
pour tous les entiers mx sauf au plus O(xe&Q(2) k).
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1 Voir chapitre III.5.
2 Voir p. 4 de ce travail.
3 Voir le The ore me I.5.4.
4 Voir aussi les Lemmes 51.1 et 51.2 de [HT88].






est satisfaite pour tous les entiers mx sauf au plus
O(xuk.(uk)&1 Q(:)&1 e&hQ(:)).
Lemme 4.6. Soit x3. Soit u un entier, 3ux2. Soit ! #









pour tous les entiers mx sauf au plus o(xe&!233).
De monstration. On rappelle que }=min K=[log2 x1&*! - log2 x1 ].




! - }. (4.1)
Soit y # ]0, 1]. D’apre s le Lemme 4.1, le nombre des entiers infe rieurs a x
ne satisfaisant pas (4.1) est majore par
:
mx
y|(m}(u))&}+(14) ! - }












e&} log y+(14) - } log y+( y&1) }.
Pour le choix optimal y}=1&(!4 - }), on a
:
mx
y|(m}(u))&}+(14) ! - }} <<x \ u.(u)+
!- log2 x
e&}Q( y)
<<xe!(log3 x)- log2 x e&!232<<xe&!233,
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ou nous avons utilise le Lemme 4.3. Pour tout m ve rifiant (4.1) et tout
k # K, on a alors
|(mk(u))&k+ 13! - k|(m}(u))&k+ 13! - k
}&k+( 13&
1
4) ! - }0,
ce qui fournit bien l’estimation annonce e.
Le prochain lemme fournit une minoration du nombre de facteurs
premiers d’un entier dans un petit intervalle, mais e tablit une proprie te
statistique de cette quantite . Il eut e^tre e tabli de la me^me manie re que le
Lemme 5.3 de [R95a]. On rappelle que }*=max K.
Lemme 4.7. Il existe une constante c0 tel que pour Tc0 , on a





pour tous les entiers mx sauf au plus O(x(log2 u}*) e&|K|).
Les deux re sultats suivants peuvent e^tre e tablis de la me^me manie re que
les Lemmes 5.4 et 5.5 de [R95a]. Nous omettons les de tails.
Lemme 4.8. Il existe une constante c1 telle qu’on a
|[k # K: log mkc1 ek]| 9991000 |K|=
999
1000l
pour tous les entiers mx sauf au plus O(xe&|K| ).
Lemme 4.9. Soit y un re el positif. Il existe une constante c2 :=c2( y) telle
qu’on a
|[k # K: pk(n, y)exp(c2 ek)]| 9991000 |K|=
999
1000l
pour tous les entiers nx sauf au plus Oy(xe&|K|).
5. LEMMES CONCERNANT LES TRANSFORME ES DE FOURIER
DE FONCTIONS DE RE PARTITION LIE ES AUX DIVISEURS
Posons d’abord
{*(n, ) := :
d | n
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Les deux lemmes qui suivent sont e tablis dans [R95a]. La seconde
majoration dans chaque lemme provient de l’application du Lemme 4.3. On
rappelle que m(u) :=>p | m, p |% u p.







Lemme 5.2. Il existe c4>0 tel que, pour x3, u1, s1,
0=k0<k1< } } } ks des entiers et (1 , ..., s) # >si=1 ]e












6. LEMMES SUR LES MESURES D’ENSEMBLES
D’ACCROISSEMENT
Nous utilisons une technique d’analyse de Fourier pour minorer dans un
premier temps la mesure de Lebesgue *(u; ’) de L(u; ’) par des quantite s




|{~ (u1 , 1) {~ (u2 , 2) {~ (u3 , 1+2)| 2 d2 d1 .
Lemme 6.1. Soit u=(u1 , u2 , u3) # N3 ve rifiant +(u1u2 u3)2=1. On a
*(u; ’) 14I(u; ’)
&1.
De monstration. Pour y # R, posons
W( y) :=(sin( y2)( y2))2=|
+1
&1
(1&|#| ) e i#y d#
et introduisons pour z, w re els, la fonction
V(u; z, w; ’) := :
|w&log(d1d3)|’
d1 | u1, d2 | u2 , d3 | u3
|z&log(d1d2)|’
+(d1d2d3)2.
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On a






W \z+log(d2 d1)’ +










{*(ur , #r)+ ei(#2z+#3w) d#3 d#2 ,
ou l’on a pose #1=&(#2+#3). En utilisant la formule de Parseval, il suit
||
R2







|{*(ur , #r)|2 d#3 d#2 .
Il en re sulte alors, gra^ce a l’ine galite de CauchySchwarz, la majoration
’442+|(u1)+|(u2)+|(u3)
=\||R2 V(u; z, w; ’) dz dw+
2
4?2 ( 109 )
4 ’4*(u; ’) ||






Le changement de variable 1=&#2&#3 , 2=#2 , fournit l’ine galite
requise, gra^ce a la parite de |{*|2 en la deuxie me variable.
On rappelle la notation ’=(log x1)1&(32) log 2 exp(! - log2 x1 ).
Lemme 6.2. Soit x1x2x3 . Soit n=(n1 , n2 , n3) # N3. Il existe c1 , c2 ,
c3 tel que, pour Tc3 et notant K*(n)/K l ’ensemble des k de K ve rifiant
(i) *(n*k ; ’)e2k&3T,
(ii) min
Tsk
s&1|(nr, k nr, k&s)>: (r=1, 2, 3),
(iii) k& 13! - k|(nr, k)2k (r=1, 2, 3),
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(iv) log nr, kc1ek (r=1, 2, 3),
(v) pk(n1 , c1+1)exp(c2 ek),
on a alors |K*(n)|(34) l pour tous les triplets d’entiers (n1 , n2 , n3),
nrxr , 1r3 sauf au plus O(x1x2x3[(log2 x1) e&l+e&!
233]).
De monstration. Soient c0 , c1 , c2 les constantes de finies aux Lemmes 4.7,




s&1|(nr, k nr, k&s)>: r # [1, 2, 3], (6.1)
k& 13! - k|(nr, k)2k r # [1, 2, 3], (6.2)
log nr, kc1ek r # [1, 2, 3], (6.3)
pk(n1 , c1+1)exp(c2 ek). (6.4)




pour tous les triplets d’entiers (n1 , n2 , n3), nrxr , 1r3 sauf au plus
O(x1x2 x3[(log2 x1) e&l+e&!
233]).
D’apre s le Lemme 6.1, montrer (i) revient a montrer que
I(n*k ; ’) 14 e
3T&2k, (6.6)
avec un nombre acceptable d’exceptions. On pose
I*(u; ’) :=||
0124’
|{~ (u1 , 1) {~ (u2 , 2) {~ (u3 , 1+2)| 2 d2 d1 .
Soit S3 , l’ensemble des permutations de [1, 2, 3]. On note pour la suite
de la de monstration 3=1+2 . On de finit pour _ # S3 ,
0_ :=[(1 , 2): 0<|_(1) ||_(2) ||_(3) |4’].
On remarque que [&2’, 2’]2/_ # S3 0 _ . Pour _ # S3 , par le change-
ment de variables $1=|_(1) |, $2=|_(2) | et la parite de |{~ |2 en la deuxie me
variable, on obtient, en inte grant sur chaque composante connexe de 0_ ,








|{~ (ur , r)| 2 d2 d1
4 :
_ # S3
I*(u_(1) , u_(2) , u_(3) ; ’). (6.7)
Soit k # K. On de finit
D1=D1(k) :=[(1 , 2): 012<eT&k] & [&4’, 4’]2,
D2=D2(k) :=[(1 , 2): eT&k12 , eh&k2] & [&4’, 4’]2,
D3=D3(k) :=[(2 , 2): 01<eT&k<eh&k2] & [&4’, 4’]2,
D4=D4(k) :=[(1 , 2): eT&k12<eh&k] & [&4’, 4’]2,
D5=D5(k) :=[(1 , 2): 01<eT&k2<eh&k] & [&4’, 4’]2.
On de finit, pour _ # S3 , 1 j5,




|{~ (n_(r), k , r)| 2 d2 d1 .
On a alors, d’apre s (6.7),




Ij, k, _(n). (6.8)
v j=1. On majore trivialement >1r3 |{~ (n_(r), k , r)|2 par 1. On
obtient
I1, k, _(n)e2T&2k.
On remarquera, d’apre s (6.1) et (6.2), que pour k # K1(n), on a
|(nr, k)&|(nr, k):(k&Wlog(1)X)
:k&1+: log , (eT&k<2) (6.9)
|(nr, k)&|(nr, k)=|(nr, k)K& 13 ! - k, (>2). (6.10)
On de finit alors une fonction gk , minorant  [ 2|(nr, k)&|(nr, k), par
gk() :={2
:k&1+: log 
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v j=2. Toutes les sommes suivantes n porteront sur les triplets d’en-














R(n_(r), k , r)
gk(r)
d2 d1















d’apre s le Lemme 5.1, sommant sur n3 , n2 puis n1 , et (6.3). On majore
l’inte grale double, utilisant (6.11), et l’on obtient que le terme de gauche de











pour tous les triplets d’entiers (n1 , n2 , n3), nrxr , 1r3, sauf au plus
O(x1x2 x3e&l).
v j=3. On majore trivialement |{~ (n_(1), k , 1)| par 1. La me thode est
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d’apre s le Lemme 5.1, sommant sur n3 , n2 puis n1 , et (6.3). On majore
l’inte grale en 2 , utilisant (6.11), et l’on obtient que le terme de gauche de











pour tous les triplets d’entiers (n1 , n2 , n3), nrxr , 1r3, sauf au plus
O(x1x2 x3e&l).
v j=4. Soit E4, _=E4, _(n) :=[k # K1(n): I4, k, _(n)>e&2k].
On pose l1=[(1100) l]. On note, pour tout entier k, 3, k=1, k+2, k .
Nous convenons qu’une sommation indexe e par n et accentue e par une
aste risque porte sur tous les entiers n1 , n2 , n3 ve rifiant nrxr , 1r3,


































R(n_(r), k , r, k)
2&1e;k;r, k
d2, k d1, k
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<<x1 x2 x3(log2 x1)2 e((2&3;) T+(log c5)+100 log 2) l1<<x1x2x3e&l,
pour T assez grand. Ainsi on a |!4, _ |(2100) l pour tous les triplets
d’entiers (n1 , n2 , n3), nrxr , 1r3, sauf au plus O(x1x2x3e&l).
v j=5. Soit E5, _=E5, _(n) :=[k # K1(n): I5, k, _(n)>eT&2k].
On majore trivialement |{~ (n1, k , 1)| par 1. La me thode est alors
analogue a celle employe e pour traiter le cas j=4. On pose l1=




























>k # E D5(k)
‘
k # E
R(n_(2), k , 2, k) R(n_(3), k , 3, k)
2&2e(2;&2) k+T2;2, k
d2, k d1, k















d’apre s le Lemme 5.2 et (6.3) et ou l’on a pose c6=(2c4)4. Inte grant, on a
alors














<<x1 x2 x3(log2 x1)2 e((1&2;) T+(log c6)+100 log 2) l1<<x1x2x3e&l,
pour T assez grand. Ainsi on a |E5, _ |(2100) l pour tous les triplets d’en-
tiers (n1 , n2 , n3), nrxr , 1r3, sauf au plus O(x1x2x3e&l).
Soit K2(n) :=K1(n)"_ # S3 (E4, _ _ E5, _). La minoration (i) annonce e est
ve rifie e pour tout k # K2(n), d’apre s (6.6) et (6.8), sauf pour un nombre de
triplets exceptionnels au plus O(x1x2 x3e&l), pourvu que T soit pris suf-
fisamment grand.
On a K*(n)#K2(n). La minoration (6.5) de |K1(n)|, ainsi que les
majorations de |E4, _ | et |E5, _ |, fournissant alors la minoration annonce e
pour |K*(n)|.
7. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 1
La de monstration du The ore me 1 s’obtient en affinant la technique de
Maier et Tenenbaum [MT84].5 Dans ce but, nous pouvons suivre indif-
fe remment la de monstration de la Proposition 1 de [R95a] ou bien celle
du The ore me 1 de [St92].
On pose L=[l2]. Soit x1x2x3 . Soit c3Th.
Soit S=S(n1 ; x2 , x3) :=[(n2 , n3): n2x2 , n3x3 , |K*(n1 , n2 , n3)|L].
Soit A=A(x1) :=[n1x1 : |S(n1)|x2x3(1&e&L&e&!
266].
D’apre s le Lemme 6.2, on a
|A(x1)|=x1+O(x1[(log2 x1) e&L+e&!
266]).
On rappelle que pour tout n1 # A(x1), (n2 , n3) # S(n1 , x2 , x3), k #
K*(n1 , n2 , n3), on a
*(n*k , ’)e2k&3T, (7.1)
|(nr, k)2k (r=1, 2, 3), (7.2)
log nr, kc1 ek (r=1, 2, 3), (7.3)
pk(n1 , c1+1)exp(c2ek). (7.4)
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5 Voir aussi la de monstration du Theorem 51 de [HT88].
Nous fixons jusqu’a la fin de ce paragraphe, l’entier n1 dans l’ensemble
A(x1). On pose
B =B(n1 ; x2 , x3)
:=|[(n2 , n3) # [1, x2]_[1, x3]: E(n1 , n2 , n3 ; ‘2 , ‘3 ; )>’] |.
Notons par ailleurs pour chaque (n2 , n3) # S,
k1(n2 , n3)<k2(n2 , n3)< } } } <kL(n2 , n3)
les L premiers entiers compte s dans K*(n1 , n2 , n3). On de finit, pour tout
s, 1sL,
Ms :=S & [(n2 , n3): E(n1, ks , n2, ks , n3, ks ; ‘2 , ‘3 ; )>’].
On a alors
B|ML |+|S | |ML |+x2x3[e&L+e&!
266]. (7.5)
Le principe de base de la de monstration du The ore me 1 consiste a e tablir
une relation de re currence pour |Ms |, 1sL, dont on tire une majora-
tion de |ML |. Dans cette perspective, nous introduisons, pour chaque
couple (s, k) # [1, ..., L]_K, l’ensemble
Ms, k :=[(n2 , n3) # Ms : ks(n2 , n3)=k].
On a alors, puisque Ms, k & Ms, k$=< pour k{k$,
Ms= .
k # K
Ms, k , |Ms |= :
k # K
|Ms, k |. (7.6)
Soit (n2 , n3) # S, k # K*(n1 , n2 , n3). On pose pk :=pk(n, c1+1). On rap-
pelle que pk | n1 et, d’apre s (7.4), (c1+1) ek<log pkc2 ek. Par (2.4), on a
|‘r |ek, r # [2, 3]. On a alors, d’apre s (7.3),
(log pk+‘2 , log pk+‘3)+L(n*k ; ’)/[ek, (c1+c2+1) ek]2. (7.7)
On introduit l’ensemble Ds, k des couples (n2 , n3) # Ms, k tels qu’il existe
un couple (q2 , q3) de nombres premiers ve rifiant +( pk q2 q3)2=1 et
qr | nr , ek<log qr(c1+c2+1) ek r # [2, 3],
(log q2&log pk&‘2 , log q3&log pk&‘3) # L(n*k ; ’). (7.8)
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On a, d’apre s (2.4),
.
k # K
Ds, k /(Ms"Ms+1) _ S . (7.9)
Comme Ds, k & Ds, k$=< pour k{k$ et Ms+1 /Ms alors l’inclusion
pre ce dente entra@^ne
|Ms+1 ||Ms |+|S |& :
k # K
|Ds, k |. (7.10)
On remarque que Ds, k contient tous les couples d’entiers (n2 , n3) s’e crivant
sous la forme (n~ 2t2 q2b2 , n~ 3 t3q3b3) avec
(n~ 2 , n~ 3) # M s, k :=[(n2, k , n3, k): (n2 , n3) # Ms, k],
t2 |n~ 2 , t3 | n~ 3 , b2x2 (n~ 2 t2 q2), b3x3 (n~ 3 t3q3),
P&(b2b3)>exp([c1+c2+1] ek),
et ou le couple (q2 , q3) de crit l’ensemble des valeurs ve rifiant (7.8). Par
de finition de K(x1), et d’apre s (7.3), on a exp([c1+c2+1] ek)n~ 2n~ 3 t2 t3q2q3
=o(x1). Par le Lemme 4.2 on obtient
|Ds, k |>>x2 x3e&2k :
(n~ 2 , n~ 3)
1






D’apre s (7.2), l’ensemble L(n*k ; ’) contient au plus 2|(n1, k)+|(n~ 2)+|(n~ 3)26k
pave s disjoints. Gra^ce a (7.1) et (7.7), le the ore me des nombres premiers












>>e&2k[*(n*k ; ’)+O(26k exp(&c7ek2)+ek)]>>e&3T. (7.12)
Ainsi
|Ds, k |>>x2 x3e&2k&3T :
(n~ 2 , n~ 3)
1
.(n~ 2) .(n~ 3)
. (7.13)
Afin de minorer la somme pre ce dente, on de compose les e le ments (n2 , n3)
de Ms, k sous la forme (n2 , n3)=(n~ 2 d2b2 , n~ 3d3b3) avec
(n~ 2 , n~ 3) # M s, k , p | d2 O p | n~ 2 , p | d3 O p | n~ 3 ,
b2x2 (n~ 2d2), b3x3 (n~ 3d3), P&(b2b3)>exp([c1+c2+1] ek).
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Par le Lemme 4.2, la somme en (n~ 2 , n~ 3) de (7.13) est donc >>e2k|Ms, k |
(x2x3). Il suit
|Ds, k |>>e
&3T |Ms, k |. (7.14)
En reportant cette dernie re minoration de |Ds, k | dans (7.10), on a donc,




On suppose maintenant que pour un certain couple (x2 , x3), on a
B(n1 ; x2 , x3)x2x3(1+2e4T)[e&L+e&!
266]. (7.16)
Alors, pour tout s, 1sL, on a d’apre s (7.5) et la de croissance de la








&4T) card |Ms | (1sL).
Ite rant cette dernie re majoration, on obtient donc, sous l’hypothe se (7.16), que
card |ML |x2x3(1& 12e
&4T)L&1<<x2x3e&c8 l.
Associe a (7.5) et l’hypothe se (7.16), il vient alors que dans tous les cas,
on a
B(n1 ; x2 , x3)<<x2 x3[e&c9l+e&!
266].
Pour achever la de monstration du The ore me 1, on e crit
:










8. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 2
Lemme 8.1 (Shiu [Sh80]). Soit f une fonction multiplicative, positive telle
qu’il existe deux re els strictement positifs A1 et A2 tels que pour tout =>0, on a
f ( p&)A&1A2 ( p premier, &1), f (n)<< = n
=.
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f (n)<< f, :
y
log x
exp \ :px f ( p)p+ .
De monstration du The ore me 2. Notons ’1 :=(log x1)1&(32) log 2 e&! - log2 x1.
On pose
F(x1 , x2 , x3) :=|[(n1 , n2 , n3): njx j , 1 j3,
E(n1 , n2 , n3 ; 0, 0; 0)’1]|.
Soit y # ]12 , 1[. On de finit
/y(n; z) :={1 si maxztn 0(n, t)log2 t>2y,0 sinon, . (8.1)
ou 0(n, t) est le nombre de facteurs premiers de n aux plus e gaux a t,
compte s avec leur ordre de multiplicite . On pose 0(n) :=0(n, n)=p& & n &.
On de finit alors











_di | ni , |log(di d1)|’1
nixi , i=2, 3
_ ‘
1i3
y0(ni , 2d1)&2y log2(2d1),






_di | ni , |log(did1)|’1
nixi , i=2, 3
_ ‘
1i3
y0(ni , m1)&2y log2(m1),







_di | ni , |log(did1)| ’1
nixi , i=2, 3
1,






_di | ni , |log(di d1)| ’1
nixi , i=2, 3
1.
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On a d’abord
F(x1 , x2 , x3) :
5
j=1
F j (x1 , x2 , x3). (8.2)
v j=1. En suivant la me^me technique que celle employe e dans le
Lemma 50.1 de [HT88] on peut montrer que
F1(x1 , x2 , x3)<<Q(2y)&1 x1x2 x3 ’Q(2y)1 . (8.3)
v j=2. On remarque que pour d1>e1’1, on a ’1 d1>d121 . En appli-
quant le Lemme 4.1 puis le Lemme 8.1 pour majorer la somme en ni , i2,
dans F2 , on a
:
















<<xi ’1(log d1)2y&2. (8.4)
Ainsi






_(log d1)&4Q( y)&2y log y




(log d1)&5Q( y)& y log y
<<x1x2 x3 ’21(log x1)
1&6Q( y), (8.5)
par sommation par parties, en remarquant que 6Q( y)<6Q(12)<1 pour
tout y # ]12 , 1[.
v j=3. Par la me^me me thode que celle employe e pour (8.4), on
obtient que, pour n1=d1 m1 , e1’<m1- x1 <d1 , on a
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(log m1)&5Q( y)& y log y
<<x1x2 x3’21(log x1)
1&6Q( y), (8.6)
par sommation par parties, en remarquant que 6Q( y)<6Q(12)<1 pour
tout y # ]12 , 1[.
v j=4. On a, par des majorations e le mentaires,







dixi , i=2, 3
1






v j=5. On obtient, de la me^me manie re que pour j=4, que
F5(x1 , x2 , x3)<<x1x2 x3’1 . (8.8)
On a donc, d’apre s (8.2), (8.3), (8.5), (8.6), (8.7), (8.8),
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on obtient que
F(x1 , x2 , x3)<<x1 x2x3(log2 x1) e&!
2109.
9. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 3
Notons, pour x1x2x3 } } } xr ,
Gr(x1 , ..., xr) :=|[(n1 , ..., nr): njxj , 1 jr,
E(n1 , ..., nr ; 0, 0, ..., 0; )1]|.
Soit y # ]12 , 1[. On pose
/*y (n; z) :={1 si 0(n, z)>2y log2 z,0 sinon,
ou 0(n, z) est le nombre de facteurs premiers de n aux plus e gaux a z,
compte s avec leur ordre de multiplicite . On de finit




[/*y (ni ; )],










y0(ni , )&2y log2().
On a d’abord
Gr(x1 , x2 , ..., xr)G1, r(x1 , x2 , ..., xr)+G2, r(x1 , x2 , ..., xr). (9.1)
Soit 1ir. Par le Lemme 4.1, on a
:
nixi
/y*(ni , ) :
nixi
(2y)0(ni , )&2y log2 <<xi (log )&Q(2y).
On en de duit que
G1, r(x1 , x2 , ..., xr)<<rx1x2 } } } xr(log )&Q(2y). (9.2)
En appliquant le Lemme 4.1, pour majorer la somme en ni , i2, dans
G2, r , on a
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:_di | ni , |log(di d1)|1
nixi
y0(ni , )  :
|log(di d1)|1
di


















_(log )&2(r&1) Q( y)&2y log y
<<cr&110
x1 x2 } } } xr





_\log min{, 2x1d1 =+
y&1
<<cr&110 x1x2 } } } xr(log )
1&2rQ( y), (9.3)
par sommation par parties.
Pour chaque entier r4, nous de signons maintenant par hr la fonction
de finie sur [ 12 , 1] par
hr( y) :=2rQ( y)&1&Q(2y)=2(r&1) Q( y)&2y log 2.
Il est facile de ve rifier que hr est continue, strictement de croissante sur
[ 12 , 1] et ve rifie hr(
1
2)=r(1&log 2)&1>0 et hr(1)<0. L’e quation
hr( y)=0 admet donc une seule racine yr , dans ]12 , 1[. On remarque que
yr  r  + 1.
Les relations (9.1), (9.2), et (9.3) impliquent alors la validite de la
majoration
Gr(x1 , ..., xr)<<cr11x1 x2 } } } xr(log )
&Q(2yr).
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